SCA-4011 Méthodes numériques appliquées aux écoulements géophysiques

Advection 1D

Forme la plus simple: advection passive d’'un champ F(x,t) par
un vent constant U,

OF Ly 2F
ot ox
Conditions initiales: F(x,0) = f;(x)
Solution: F(x,t)= fy(x — Ugt) = £(&)
ou&=x-Upt
Dérivation en chaine:
oF df, oc df, oF _df, o8 __, df,
_ = - - 0
ox  dé ox  d& ot dg ot dg
ce qui implique que E+U E= -U E+U oF =0

at " ox “ox - ox

Remarque: ceci n’est vrai que si U, est constant

Méthode spectrale

eConsidere que F(x,t) est défini sur intervalle L et
est périodique (F(x+L, t) = F(x,t) et0 <x <L

*Représentation en série de Fourier de F(x,t)
3o~ in2%x
Foxt)=> fie t

oF & (27 \~ inz—”x
—(x,t) = in| — |f,(t)e -
GX( ) n;o ( L j ®
oF oodf in?x
—(x,t) = " (te b
o (x,t) n;g ot (e

Méthode spectrale

Forme spectrale de I’équation:

i[d;"“”K““?}ei"“:O = fm=10e ™"

n=-x

ou K =2n/L

F(x,t) = Z 'ﬁ](o)einK(x—Uot) — Z f'n(o)einKi — fo(X_Uot)

N=-—00 N=-—
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Méthode spectrale

* Résolution d'une équation aux dérivées partielles est ramenée
a la résolution d'un systeme d’équations différentielles
ordinaires

af AT
dt

ou f est un vecteur formé des composantes spectrales pour
|n|<N

* Dans ce cas-ci, A est une matrice diagonale dont les éléments
sont inKU,, (différent pour chacune des composantes
spectrales)

* Résolution en utilisant I'un ou I'autre des schémas du chapitre
précédent (e.g., Runge-Kutta, saute-mouton)

* Solution est obtenue en prenant la transformée de Fourier
inverse
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Transformée de Fourier
e Transformée de Fourier réelle
f(x):z—"Jrnzzﬁncos nzTnx+iﬁnsin nzTnx

n=1
in:%j: f(x)cos(nzTnxjdx En:%IOLf(x)sin(nzTndex

* Forme complexe de la transformée de Fourier et son inverse

2n 2n 2n 2n
L [ ——.
2n e ' +e t . 2m_ el —e 't
cosn—X=————"-— smn—X=———"—
L 2 L 2i

donne que

= (& —ib ) n¥x & (& +ib) n2Ex & in2Zx
f(x)=z(a" 2Ib")e L +Z(a"+2'b")e F=Yce t
n=0 n=0 N=-w
ou -
1@, -ib,) n>0 .- L,
~ ~ L~ &~ _ L
€, =113, +ib,) n<o0 Cn—L_L f(x)e dx

a,/2 n=0

Conjugué complexedec,: €., =€,

Forme discrétisée de la transformée de Fourier

» Considérons que x, = kAx pour k=1, ..., K et que nous ayons
N composantes spectrales (i.e 2N + 1 coefficients réels):

Fix)= Y e v =Y ¢e'x
C, = L..L‘F(x)e "dx = LZK: F.e
L K
en définissant AX =

* Nous allons maintenant montrer que la forme discréte est
exacte

Forme discrétisée de la transformée de Fourier

» Forme discréte est exacte
Substitue ’expression pour F, dans celle de ¢, pour obtenir

i N2

& _iie K - |?n'k
! Kk:l n':—NrI
1 N K iz—”(n'—n)k 1 N K 1 N A(AK—D
I o I LA oI < TR I o o i G}
DA S e

n'=—N k=l \ n'=—N k=l n'=—N

en utilisant I’expression pour la série géométrique lorsque n#n’

k _
LA = 1-2

k=1

iz—”(n'—n)

A=eK —

l_iK :l_ei27r(n'fn) — 0

|

Transformée de Fourier discréte

*Sin=n’,lasomme intérieure s’annule mais si
n=n’, on obtient que

o
I

>

[
X|—~ X[~ X|~
K 5
M=
_.
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Transformée inverse de Fourier discréete

*Transformée discréte inverse est également exacte

Substitue I'expression pour ¢, dans celle de F(x,)

N 2Ey #N |—nk 1 2k

Fk=ZEe7 =z ZF e

— n=-N

>
[l

—N

N m—( &y N in2E ek
K
{1+Ze +ye
=1

7<\~ 7<\~

Mx_

{1+Zﬂ,”+2(l//l)}

2
—i=(k—k'
IK( )

=~
I

=~
l

X\»—‘
Mx

en définissant  } =

Transformée inverse de Fourier discréete

Pour k #k’, I’expression entre crochets comprend deux séries géométriques:

N N
1+ZN:Z"+ZN:(1/2)”=1+/1M D, (N;t -1
P P A-D) AT @-1
A R A VA R A
B ANA-1)
Q2N+
S AN(a-D

Si K =2N+1, alors

(2
{—)(k—k')(zNﬂ) . ,
12N+l _ K =el2ﬂ(kfk) =1

Dans ce cas, la transformée inverse est également exacte!!

Représentation spectrale d’'une fonction gaussienne

—Exacte
——N =230

0.8 -

0.4

f(X)

0.2

-0.2 T T T 1
-2000 -1000 0 1000 2000
Distance (km)

Résumé

Transformée de Fourier discrétisée est exacte a la
condition que

*F(x,) soit représentée par une série de Fourier tronquée a
I'ordre N

* Nombre de points de grille K> 2N+1.

* Les formes discrétes de la transformée et de son inverse
deviennent alors exacte.

«Erreur de troncature

* Fonction nécessite une infinité de composantes et I'erreur
correspond alors a la somme des composantes tronquées.

* En général, en prenant une troncature suffisamment élevée,
on peut réduire I'erreur pour atteindre la précision désirée.

*Méthode spectrale

* Evaluation exacte des dérivées en autant que F(x,t) puisse
étre représentée a l'intérieur de la troncature N.
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Quelques remarques sur les séries de Fourier

eFonction est considérée périodique pour -o< x <oo

*Phénomeéne de Gibbs

* Impossibilité de représenter une fonction discontinue a I’aide d’une
série de Fourier

Représentation périodique
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Représentation non-périodique
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Stabilité du schéma saute-mouton appliqué a la

méthode spectrale
Equation spectrale:

Critere de stabilité:

Exemple des notes:
K =101, N =30

*Vitesse de phase
numérique:

vitesse de phase
numeérique plus rapide
que celle de
I’écoulement

df, . 2n

dt KAxX

f=0

0'n
oAt=n—2"UAt<1
KAxX

UL K
Ax ~ N2n

U,At _ 101

<———=0.536
AX 27 x 30

sin QAt = QAt —é(QAt)S = At = kU At

Q;m+lmmz :kUﬂ(1+£)
6 6
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Méthode spectrale

Considére maintenant I’équation

M wd = gx)
ot OX
Représentation spectrale de u(x,t) tronquée a

I'ordre N
N P27 0k N o
_ K Euly
u(x,t) = ZNU (e ou _ z inz—nUnemK
"= ox L
ou Nodu o i
Pl Z - g K
ot &~ dt

Représentation exacte du terme nonlinéaire nécessite (2N+1)
composantes

Représentation exacte de ce terme n’est donc possible que si le nombre
de points de grille K = 2(2N) + 1= 4N+1.

Méthode spectrale directe avec coefficients
d’interaction

eCalcul de la forme explicite des équations
différentielles

2N N 27 +N o iz
= >de nKk:{ZUnenKk}{z in"—KZZ UnenKk}

n=—2N

*Applique la transformée de Fourier de part et d’autre:

N iZK: |n2;zk/K( +ZN:U ei(z;:/K)ij( Z muU Nl (Zﬂ/L)n"kJ
n n'
K &

n'=— n"=—N

+N

= z innU iu [ ze|(27r/L)k(n+n n)j

n"=—N n =— k=1

Méthode spectrale directe avec coefficients
d’interaction (suite)

Z In"U ZU [ Zel(Zﬁ/L)k(nm n)j

n"=—N nf—N

+N -
i(n—n U U —

= 2=, Uy

* Précalcul et sauvegarde de “n” coefficients d’interaction par
équation.
« Calcul et multiplication des U,.U,. devient vite tres laborieuse

Aliasing ou repliement spectral

*Considére une onde de longueur d’'onde n =N, +I
ou le nombre de points de grille K= 2N, +1.

. 2z
i(No+h7k

F(x,))=F,=¢

i[2Ng+1-(Ng +1-D 2%k i[K—(Ng+1-D) 27k
e K =e K

K2k —i(Ng+1-1)25k
—e K e K

—i(Nﬁl—I)z?”k
e

*Onde est donc pergue incorrectement comme
étant plus longue
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Exemple
eK =129, N, =64, et n =N,+55=119

F(x)= sin[l 19?_7[ka

X

Effet d'aliasing
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Implications pour la méthode spectrale

*Produit A(x)B(x) comprend des ondes ayant des
composantes 0 <n <2N
N 2T [N 2T 2N n2T
u%:{zune K }L;inz—fune K }:n;Ndne K
« But: utiliser suffisamment de points de grille pour que les
coefficients soient exacts pour 0 < n < N
* Choisir N, tel que 2N =N, +l.
Nppax > 3N/2

«On choisitdonc K= 2N, +1—3N+1.

Implications pour la méthode spectrale

* Produit A(x)B(x) comprend des ondes ayant des composantes
0<n<2N

b2
in~

4N 2o [N o, 2oy 2N
w ZuneInK Zln—nunemK =Yde ¥
x| L

n=-2N

k

« But: utiliser suffisamment de points de grille pour que les

coefficients soient exacts pour 0 < n < N
* Choisir N, tel que 2N =N, +l.
e Donc |0 = 2N—= N, -
= On choisit N,,, de telle sorte qu’il n'y ait pas d’aliasing sur les
ondes 0 < n < N ce qui nécessite que N, - I > N
lnax = 2Npay - 2N >N
Npax > 3N/2

*Onchoisitdonc  K=2N,,,+1=3N+1.

» Conséquemment: N

max ~
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Algorithme de la méthode pseudo-spectrale

ou ou

* Résoudre: =4 Uu—+au=g(x)
ot ox
+N e/l
ser e in(2m/L)x
+ Conditions initiales: u(x,0)= > U, (0%
n=-N
+N
* Forcage: g0 = 3 Generx
n=—N

* Schéma saute-mouton: U, (t+At)=U, (t—At)—20AtU, (t —At)—2AtD, (t)+ G,

ou
e Calcul de D (t): D.=FFT {U 5}(:‘

. u(x,t) = FFT-H{U,}
b. (Ou/ox) = FFT-'{in2n/L)U,}
c. Multiplication point par point
G(xy) = G, =u (0u/dx),
d. D, = FFT{ G} pourn=0,....N

e Calcul est exact a la condition que K=3N + 1
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